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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî P(X) âåðîÿò-
íîñòíûõ ìåð íà ïðîèçâîëüíîì ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâåX, ñíàáæåííîå
òðàíñïîðòíûì ôóíêöèîíàëîì J(·, ·). Èññëåäóåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâî P(X)/G, ãäåG� íåêîòîðàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íàX, è òðàíñ-
ïîðòíîå ðàññòîÿíèå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåí-
íîãî ñðåäíåãî â ôàêòîðïðîñòðàíñòâå P(X)/G, íàçûâàåìîå çäåñü ôàê-
òîðèçîâàííûì áàðèöåíòðîì Ôðåøå. Äëÿ áàðèöåíòðîâ äîêàçûâàþò-
ñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåòñÿ èõ
ñîñòîÿòåëüíîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâî Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à; òðàíñïîðò-
íîå ðàññòîÿíèå; ôàêòîðèçàöèÿ; áàðèöåíòð Ôðåøå; ñîñòîÿòåëüíîñòü.

1 Ââåäåíèå

Ìåðû, â òîì ÷èñëå âåðîÿòíîñòíûå, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè îáúåêòàìè âî
ìíîãèõ îáëàñòÿõ. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ áëèçî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèé, íàïðèìåð: äèâåðãåíöèÿ Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà, ðàññòîÿ-
íèå ïîëíîé âàðèàöèè èëè ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü. Â ýòîì ïëàíå îêàçûâàåòñÿ
âåñüìà ïîëåçíîé çàäà÷à Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à è îïðåäåëÿåìîå ñ åå ïîìîùüþ
òðàíñïîðòíîå ðàññòîÿíèå. Çàäà÷à Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à, èëè îïòèìàëüíî-
ãî òðàíñïîðòà, ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îòîáðàæåíèÿ îäíîé ìåðû â äðóãóþ ñ
ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ, åñëè çàäàíà öåíîâàÿ ôóíêöèÿ � ñòîèìîñòü ïå-
ðåíîñà åäèíèöû ìàññû èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ (ñì. [1], ãë. 1). Ñîîòâåò-
ñòâåííî, òðàíñïîðòíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ ìåðàìè áóäåì íàçûâàòü
ýòó ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äàííîå ðàññòîÿíèå ïîçâîëÿåò
ó÷èòûâàòü ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà â òåðìèíàõ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì îïðå-
äåëåííîé öåíîâîé ôóíêöèè, ïîýòîìó çàäà÷à Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à íàøëà
øèðîêîå ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, íàïðèìåð, â àíàëèçå èçîáðàæå-
íèé è äðóãèõ ñëîæíûõ îáúåêòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè àíàëèçå èçîáðà-
æåíèé èíîãäà íóæíî îòîæäåñòâëÿòü òå èç íèõ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äðóã
èç äðóãà ñ ïîìîùüþ ñäâèãà èëè ïîâîðîòà. Ýòî ïðèâîäèò ê èäåå ðàññìîò-
ðåòü ïðîñòðàíñòâî Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à, ôàêòîðèçîâàííîå ïîä äåéñòâèåì
íåêîòîðîé ãðóïïû G, ñ èíäóöèðîâàííûì íà íåì òðàíñïîðòíûì ðàññòîÿíèåì.



Âîçìîæíîñòü èçìåðÿòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ìåðàìè ïîçâîëÿåò òàêæå ïî-
ñòàâèòü äðóãóþ âàæíóþ çàäà÷ó � î íàõîæäåíèè ñðåäíåãî â ïðîñòðàíñòâå
ìåð. Â ñòàòüå [2] ââîäèòñÿ ïîíÿòèå áàðèöåíòðà Âàññåðøòåéíà (äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâà 2-Âàññåðøòåéíà) êàê ñðåäíåãî ïî Ôðåøå, ò. å. ìåðû, êîòîðàÿ ìè-
íèìèçèðóåò ñóììó ñòîèìîñòåé ñâîåãî îïòèìàëüíîãî ïåðåíîñà â êàæäóþ èç
çàäàííîãî íàáîðà ìåð. Îïðåäåëåíèå áàðèöåíòðà î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîæíî
îáîáùèòü íà ðàñïðåäåëåíèå íà ìåðàõ, êàê â ñòàòüÿõ [3,4], ãäå òàêæå äîêàçû-
âàåòñÿ ñõîäèìîñòü ýìïèðè÷åñêèõ áàðèöåíòðîâ ê áàðèöåíòðó ðàñïðåäåëåíèÿ
(íî, âñå òàê æå, äëÿ ïðîñòðàíñòâ Âàññåðøòåéíà).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà òðàíñïîðòíîé çàäà-
÷è: äëÿ ìåð íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëüñêèì ïðîñòðàíñòâîìX è øèðîêîãî êëàñ-
ñà öåíîâûõ ôóíêöèé. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [5], äàæå ïðè äîñòàòî÷íî ñëàáûõ
îãðàíè÷åíèÿõ P(X) (ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà X), ñíàáæåííîå
òðàíñïîðòíûì ðàññòîÿíèåì, îáëàäàåò íåêîòîðûìè ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè:
ñåïàðàáåëüíîñòü, ìåòðèçóåìîñòü è ò. ä. Â ÷àñòíîñòè, áàðèöåíòð ìåð ÿâëÿåò-
ñÿ ñîñòîÿòåëüíûì ñðåäíèì. Îêàçûâàåòñÿ, ôàêòîðïðîñòðàíñòâî P(X)/G òî-
æå îáëàäàåò òàêèìè ñâîéñòâàìè.

Ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 äàåòñÿ ñòðîãàÿ ôîð-
ìóëèðîâêà òðàíñïîðòíîé çàäà÷è è ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàññòî-
ÿíèÿ Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à è òîïîëîãèè, ïîðîæäåííîé òðàíñïîðòíûì ðàñ-
ñòîÿíèåì. Â ïîäðàçäåëå 2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ôàêòîðèçîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à è ñâîéñòâà èíäóöèðîâàííîãî òðàíñïîðòíîãî ðàññòîÿ-
íèÿ. Â ðàçäåëå 3 ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ôàêòîðèçîâàííîãî áàðèöåíòðà Ôðå-
øå, äîêàçûâàåòñÿ åãî ñóùåñòâîâàíèå è ñîñòîÿòåëüíîñòü (â òîì ÷èñëå íåïðå-
ðûâíîñòü áàðèöåíòðà îò êîíå÷íîãî íàáîðà ìåð è ôóíêöèîíàëüíûé çàêîí
áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ýìïèðè÷åñêèõ áàðèöåíòðîâ).

2 Ôàêòîðèçîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Ìîíæà�

Êàíòîðîâè÷à

2.1 Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ

ÏóñòüX � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé.
×åðåç P(X) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà X.

Íàïîìíèì, ÷òî ñëàáàÿ (narrow) ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå ìåð íàä òî-
ïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì X îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìåðû µn
ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê µ (µn ⇀ µ), åñëè äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè f : X → R ñõîäÿòñÿ èíòåãðàëû

∫
X
f(x) dµn(x)→

∫
X
f(x) dµ(x).

Ïóñòü äàíû èçìåðèìûå ïðîñòðàíñòâà X, Y è èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå
T : X → Y . Ïóñòü µ � ìåðà íà ïðîñòðàíñòâå X. ×åðåç T#µ áóäåì îáîçíà÷àòü
îáðàç ìåðû µ ïðè îòîáðàæåíèè T , ò. å. ìåðó íà Y , îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(T#µ)(A) := µ
(
T−1(A)

)
, ãäå Y ⊃ A � ëþáîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè îáîçíà÷åíèÿ àðãóìåíòà ôóíêöèè è ïðîñòðàíñòâà
èíîãäà áóäóò îïóñêàòüñÿ, åñëè ýòî íå ìîæåò âûçâàòü íåîäíîçíà÷íîñòè.



2.2 Òðàíñïîðòíîå ðàññòîÿíèå

Ïóñòü X � ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî (ò. å. ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå è ñåïàðàáåëü-
íîå), è çàäàíà íåïðåðûâíàÿ öåíîâàÿ ôóíêöèÿ c : X ×X → [0,∞). Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíûå ìåðû µ, ν ∈ P(X) è îïðåäåëèì ìíîæåñòâîòðàíñïîðòíûõ
ïëàíîâ

Π(µ, ν) :=
{
γ ∈ P(X ×X) : πx#γ = µ, πy#γ = ν)

}
,

ãäå πx, πy � îïåðàòîðû ïðîåêöèè íà ïåðâóþ è âòîðóþ êîìïîíåíòó, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàññòîÿíèåì Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à, èëè òðàíñïîðòíûì
ôóíêöèîíàëîì, áóäåì íàçûâàòü

J(µ, ν) := inf
γ∈Π(µ,ν)

∫
c(x, y) dγ(x, y), µ, ν ∈ P(X).

Íàëîæèì äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà öåíîâóþ ôóíêöèþ: âî-ïåðâûõ, ïî-
òðåáóåì ñîãëàñîâàííîñòè öåíîâîé ôóíêöèè ñ òîïîëîãèåé: xn → x⇔ c(x, xn)→
0⇔ c(xn, x)→ 0 (â ÷àñòíîñòè, c(x, y) = 0⇔ x = y). Òàêæå íàì ïîòðåáóåòñÿ
ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå î öåíîâîé ôóíêöèè.

Ïðåäïîëîæåíèå 2 (îñëàáëåííîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). Ïóñòü
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà Cε > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X
âûïîëíÿåòñÿ

c(x, y) ≤ ε+ (1 + ε)c(x, z) + Cεc(y, z),

c(x, y) ≤ ε+ (1 + ε)c(z, y) + Cεc(z, x).

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà òðàíñïîðòíîãî ôóíêöèîíàëà (ñì. [5]):

1. Ôóíêöèîíàë J(·, ·) ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ñõîäèìî-
ñòè. Ò.å. åñëè µn ⇀ µ è νn ⇀ ν, òî J(µ, ν) ≤ lim inf J(µn, νn).

2. Ðàññòîÿíèå Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à �íàñëåäóåò� ñëàáîå íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà: äëÿ ëþáûõ ìåð µ, ν, λ ∈ P(X) è ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ

J(µ, ν) ≤ ε+ (1 + ε)J(µ, λ) + CεJ(ν, λ),

J(µ, ν) ≤ ε+ (1 + ε)J(λ, ν) + CεJ(λ, µ).

Â ÷àñòíîñòè, J(µn, νn) → 0 ⇔ J(νn, µn) → 0, è èç J(µn, νn) → 0,
J(νn, λn)→ 0 ñëåäóåò J(µn, λn)→ 0.

3. Ñåìåéñòâî øàðîâ BJr (µ) :=
{
ν ∈ P(X) : J(µ, ν) < r

}
, ãäå µ ∈ P(X),

r > 0, îáðàçóåò áàçó òðàíñïîðòíîé òîïîëîãèè τJ â P(X), è ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) νn
J−→ ν∗, ò. å. νn ñõîäèòñÿ ê ν îòíîñèòåëüíî τJ ;

(b) νn ⇀ ν∗ è J(µ, νn)→ J(µ, ν∗) äëÿ ëþáîé ìåðû µ ∈ P(X);
(c) νn ⇀ ν∗ è J(µ, νn)→ J(µ, ν∗) <∞ äëÿ êàêîé-òî ìåðû µ ∈ C(ν∗).



4. Åñëè öåíîâàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà, òî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ýêâèâàëåíòíà
òðàíñïîðòíîé.

Ñäåëàåì åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå � î ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà X.

Ïðåäïîëîæåíèå 3 (ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé
(è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé) òî÷êè x0 ∈ X ëþáîé çàìêíóòûé øàðB

c

r(x0) :={
y ∈ X : c(x0, y) ≤ r

}
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

5. Ëþáîé çàìêíóòûé øàð B
J

r (µ) :=
{
ν ∈ P(X) : J(µ, ν) ≤ r

}
ÿâëÿåòñÿ

ñëàáûì êîìïàêòîì â P(X).

2.3 Ôàêòîðèçàöèÿ

Ïóñòü çàäàíî èçìåðèìîå äåéñòâèå íåêîòîðîé ãðóïïû G íà X, ò. å. äëÿ ëþ-
áîãî ýëåìåíòà g ∈ G îïðåäåëåíà èçìåðèìàÿ (áîðåëåâñêàÿ) áèåêöèÿ x 7→ gx.
Äåéñòâèå íà X, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîðîæäàåò äåéñòâèå íà P(X): µ 7→ gµ :=
(x 7→ gx)#µ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêîå äåéñòâèå, îòíîñèòåëüíî êîòîðî-
ãî öåíîâàÿ ôóíêöèÿ èíâàðèàíòíà: äëÿ âñåõ x, y ∈ X, g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ
c(gx, gy) = c(x, y). Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå Ìîíæà�
Êàíòîðîâè÷à J(·, ·) òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ãðóïïû. Íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâå P(X)/G (ïðîñòðàíñòâå îðáèò) ìîæíî îïðå-
äåëèòü èíäóöèðîâàííîå òðàíñïîðòíîå ðàññòîÿíèå. Íî íàì óäîáíåå ðàáîòàòü
ñ èñõîäíûì ïðîñòðàíñòâîì P(X), ïîýòîìó âìåñòî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
îïðåäåëèì íîâûé ôóíêöèîíàë íàä ìåðàìè.

J̃(µ, ν) := J(Gµ,Gν) := inf
g1,g2∈G

J(g1µ, g2ν).

Èç èíâàðèàíòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

J̃(µ, ν) = inf
g∈G

J(gµ, ν) = inf
g∈G

J(µ, gν).

Êàê íåñëîæíî âèäåòü, J̃(·, ·) òîæå óäîâëåòâîðÿåò îñëàáëåííîìó íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ ìåð µ, ν, λ ∈ P(X) è ëþáîãî ε > 0
âûïîëíÿåòñÿ

J̃(µ, ν) = inf
g∈G

J(gµ, ν) ≤

≤ inf
g,g1∈G

(
ε+ (1 + ε)J(gµ, g1λ) + CεJ(ν, g1λ)

)
=

= ε+ inf
g,g1∈G

(
(1 + ε)J(µ, g−1g1λ) + CεJ(ν, g1λ)

)
=

= ε+ (1 + ε) inf
g2∈G

J(µ, g2λ) + Cε inf
g1∈G

J(ν, g1λ) =

= ε+ (1 + ε)J̃(µ, λ) + CεJ̃(ν, λ).



Àíàëîãè÷íî,
J̃(µ, ν) ≤ ε+ (1 + ε)J̃(λ, ν) + CεJ̃(λ, µ).

Ïðåäïîëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáîé ìåðû µ åå îðáèòà Gµ :=
{
gµ : g ∈ G

}
ÿâëÿåòñÿ ñëàáî çàìêíóòîé.

Ïðèìåð 5 (ïðîñòðàíñòâà Âàññåðøòåéíà íàä Rd). Ïóñòü X = Rd, c(x, y) :=
‖x − y‖p2, ò. å. ìû èìååì ïðîñòðàíñòâî Âàññåðøòåéíà ñòåïåíè p. Öåíîâàÿ
ôóíêöèÿ è ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿþò âñåì ïðåäïîëîæåíèÿì, êîòîðûå áû-
ëè ñäåëàíû (ñì. íàïðèìåð [5, Theorem 4.4]). Â êà÷åñòâå ãðóïïû ìîæíî âçÿòü
ãðóïïó ïîâîðîòîâ è ñäâèãîâ íà Rd. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îðáèòà ëþáîé
ìåðû ïîä äåéñòâèåì ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñëàáî çàìêíóòîé.

Ëåììà 6. Äëÿ ëþáûõ ìåð µ, ν ∈ P(X) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò g ∈ G,
÷òî

J̃(µ, ν) = J(µ, gν).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè J̃(µ, ν) =∞, òî óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, âåðíî. Ïóñòü
J̃(µ, ν) <∞. Ðàññìîòðèì ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: J(µ, gnν)→
infg∈G J(µ, gν) = J̃(µ, ν). Ïî ñâîéñòâó 5 ó íåå íàéäåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gnk

ν ⇀ λ. Â ñèëó ñëàáîé çàìêíóòîñòè îðáèòû λ = g∗ν
äëÿ íåêîòîðîãî g∗ ∈ G. Èç ñëàáîé ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó òðàíñïîðòíîãî
ðàññòîÿíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî

J(µ, g∗ν) ≤ lim inf J(µ, gnk
ν) = J̃(µ, ν),

ò. å. J̃(µ, ν) = J(µ, g∗ν).

Ñëåäñòâèå 7. J̃(µ, ν) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Gµ = Gν. Òàêèì
îáðàçîì, â ôàêòîðïðîñòðàíñòâå òðàíñïîðòíîå ðàññòîÿíèå òîæå ðàçäåëÿ-
åò òî÷êè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî øàðû B̃Jr (ξ) :=
{
η ∈ P(X)/G : J(ξ, η) < r

}
îáðà-

çóþò áàçó òîïîëîãèè íà P(X)/G, èíäóöèðîâàííîé τJ . ×åðåç νn
J̃−→ ν áóäåì

îáîçíà÷àòü ñõîäèìîñòü J̃(νn, ν)→ 0.

Ëåììà 8. Äëÿ ëþáîé ìåðû µ ∈ P(X) ôóíêöèîíàë J̃(µ, ·) ÿâëÿåòñÿ ïîëó-
íåïðåðûâíûì ñíèçó îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü νn ⇀ ν. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà
ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim J̃(µ, νn) < ∞. Ïî Ëåììå 6 ìîæíî âûáðàòü òàêèå
gn, g ∈ G, ÷òî J̃(µ, νn) = J(µ, gnνn) è J̃(µ, ν) = J(µ, gν). Ïî ñâîéñòâó 5
ìîæíî íàéòè ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü gnk

νnk
⇀ ν∗, è ïî

ñâîéñòâó 1 J(µ, ν∗) ≤ lim inf J(µ, gnk
νnk

) = lim J̃(µ, νn).
Ïîêàæåì, ÷òî ν∗ ∈ Gν. Ðàññìîòðèì öåíîâóþ ôóíêöèþ c̄(x, y) := min{c(x, y), 1}.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò Ïðåäïîëîæåíèþ 2 è îñòàëüíûì
óñëîâèÿì íà öåíîâóþ ôóíêöèþ, êðîìå, âîçìîæíî, Ïðåäïîëîæåíèÿ 3. Òàê



êàê îíà îãðàíè÷åíà, òî ñõîäèìîñòü îòíîñèòåëüíî ðàññòîÿíèÿ Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à
J̄(·, ·) ñ ýòîé öåíîâîé ôóíêöèåé ýêâèâàëåíòíà ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïî ñâîé-
ñòâó 4, ñëåäîâàòåëüíî, J̄(gnν, gnνn) = J̄(ν, νn) → 0 è J̄(ν∗, gnk

νnk
) → 0. Îò-

ñþäà ïî ñâîéñòâó 2 ïîëó÷àåì, ÷òî J̄(gnk
ν, ν∗)→ 0, ò. å. gnk

ν ⇀ ν∗. Èç ñëàáîé
çàìêíóòîñòè îðáèòû ñëåäóåò, ÷òî ν∗ ∈ Gν. Òàêèì îáðàçîì,

J̃(µ, ν) ≤ J(µ, ν∗) ≤ lim inf J̃(µ, νn).

3 Áàðèöåíòðû Ôðåøå â ôàêòîðïðîñòðàíñòâå

Òðàíñïîðòíîå ðàññòîÿíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè óñðåäíåíèå â ïðîñòðàíñòâå ìåð
ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè ñðåäíåãî ïî Ôðåøå. Òàêîå ñðåäíåå, íàçûâàåìîå â
äàííîì ñëó÷àå áàðèöåíòðîì Ôðåøå (èëè Âàññåðøòåéíà, äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Âàññåðøòåéíà), îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷êà, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò ñðåäíåå îò-
êëîíåíèå E J(µ, ν), ãäå µ � ñëó÷àéíàÿ ìåðà [2,6,3]. Ðåãóëÿðèçîâàííûå áà-
ðèöåíòðû Âàññåðøòåéíà ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå â [7]. Ïî àíàëîãèè ñ áàðè-
öåíòðàìè Ôðåøå è Âàññåðøòåéíà îïðåäåëèì ôàêòîðèçîâàííûé áàðèöåíòð
Ôðåøå.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü äàíî áîðåëåâñêîå ðàñïðåäåëåíèå P íà P(X) è ôóíê-
öèîíàë H : P(X)→ [0,+∞) (ðåãóëÿðèçàòîð), èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ G. H-ðåãóëÿðèçîâàííûì ôàêòîðèçîâàííûì áàðèöåíòðîì Ôðåøå
ðàñïðåäåëåíèÿ P áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèå çàäà÷è∫

J̃(µ, ν) dP (µ) +H(ν)→ inf
ν∈P(X)

(1)

îáîçíà÷àÿ åãî barH(P ).

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàñïðåäåëåíèÿ è èñêàòü áàðèöåíòð
ñðàçó â ïðîñòðàíñòâå P(X)/G, íî çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ âûøå, êàæåòñÿ áîëåå
åñòåñòâåííîé, òàê êàê ñêîðåå ìû íàáëþäàåì èñõîäíûå ìåðû, à íå îðáèòû.
Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ìåðà P ∈ P

(
P(X)

)
åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíäóöèðóåò

ðàñïðåäåëåíèå (µ 7→ Gµ)#P íà P(X)/G.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü äàíî ðàñïðåäåëåíèå P íà P(X) è ðåãóëÿðèçàòîð H(·),
ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ñõîäèìîñòè. Åñëè

inf
ν∈P(X)

(∫
J̃(µ, ν) dP (µ) +H(ν)

)
< +∞,

òî ñóùåñòâóåò áàðèöåíòð ðàñïðåäåëåíèÿ P . Òàêæå, åñëè {νn}n∈N � ìèíè-
ìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ çàäà÷è (1), òî ó íåå íàéäåòñÿ òàêàÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {νnk
}k∈N è ìåðà ν∗ = barH(P ), ÷òî νnk

J̃−→ ν∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ìåðó ν0 òàêóþ, ÷òî∫
J̃(µ, ν0) dP (µ) +H(ν0) < +∞.



Ïî Ëåììå 6 ìîæíî âûáðàòü òàêèå gn ∈ G, ÷òî J̃(ν0, νn) = J(ν0, gnνn). Èç
îñëàáëåííîãî íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî

J̃(ν0, νn) ≤ 1 + 2

∫
J̃(µ, νn) dP (µ) + C1

∫
J̃(µ, ν0) dP (µ),

ïîýòîìó lim sup J̃(ν0, νn) < ∞. Ïî ñâîéñòâó 5 íàéäåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (áåç ïåðåîáîçíà÷åíèÿ) gnνn ⇀ ν∗. Èç ñëàáîé ïîëó-
íåïðåðûâíîñòè ñíèçó è ëåììû Ôàòó ïîëó÷àåì∫

J̃(µ, ν∗) dP (µ) +H(ν∗) ≤
∫

lim inf J̃(µ, gnνn) dP (µ) + lim inf H(gnνn) ≤

≤ lim inf
(∫

J̃(µ, νn) dP (µ) +H(νn)
)

= inf
ν∈P(X)

(∫
J̃(µ, ν) dP (µ) +H(ν)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ν∗ = barH(P ). Êðîìå òîãî, äëÿ P -ïî÷òè âñåõ µ âûïîëíÿ-
åòñÿ J̃(µ, ν∗) = lim inf J̃(µ, νn) < ∞. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òàêóþ ìå-
ðó µ0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim J̃(µ0, νn) = J̃(µ0, ν

∗). Îïÿòü æå, âûáåðåì òàêèå ýëåìåíòû ḡn ∈ G, ÷òî
J̃(µ0, νn) = J(µ0, ḡnνn). Ñíîâà ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òàêóþ, ÷òî (áåç ïåðåîáîçíà÷åíèÿ) ḡnνn ⇀ λ. Êàê áûëî ïîêàçàíî
ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 8, λ = g∗ν∗ äëÿ êàêîãî-òî g∗ ∈ G. Îòñþäà ïîëó-
÷àåì, ÷òî

J(µ0, g
∗ν∗) ≥ J̃(µ0, ν

∗) = lim J̃(µ0, νn) = lim J(µ0, ḡnνn).

Òîãäà ïî ñâîéñòâó 3 ḡnνn
J−→ g∗ν∗. Òàêèì îáðàçîì, J̃(ν∗, νn) ≤ J(g∗ν∗, ḡnνn)→

0, ñëåäîâàòåëüíî, νn
J̃−→ ν∗ = barH(P ).

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðèçîâàííûå áàðèöåíòðû ñîñòîÿ-
òåëüíû â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è îáû÷íûå áàðèöåíòðû Ôðåøå èëè Âàññåð-
øòåéíà (ñì. [5, Theorem 5.5], [3, Theorem 2], [4, Theorem 6.1]). Äëÿ ýòîãî
ââåäåì ðàññòîÿíèå Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à íàä ìåðàìè íà P(X) ñ öåíîâîé
ôóíêöèåé J̃(·, ·):

J (P, P ′) := inf
F∈Π(P,P ′)

∫
J̃(µ, ν) dF (µ, ν), P, P ′ ∈ P

(
P(X))

)
.

Òåîðåìà 11 (ñîñòîÿòåëüíîñòü áàðèöåíòðîâ). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ Òåîðåìû 10 è äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Pn}n∈N ⊂ P

(
P(X)

)
,

J (Pn, P )→ 0 äëÿ íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P , ó êîòîðîãî ñóùåñòâóåò H-
ðåãóëÿðèçîâàííûé ôàêòîðèçîâàííûé áàðèöåíòð Ôðåøå.

Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n, ñóùåñòâóþò áàðèöåíòðû ðàñïðåäåëå-
íèé Pn, è ó ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áàðèöåíòðîâ νn = barH(Pn) ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {νnk

}k∈N è ìåðà ν∗ = barH(P ), ÷òî

νn
J̃−→ ν∗. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî

äåéñòâèÿ ãðóïïû G) áàðèöåíòð ν∗ = barH(P ), òî νn
J̃−→ ν∗.



Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî∫
J̃(µ, νn) dP +H(νn)→ inf

ν∈P(X)

(∫
J̃(µ, ν) dP +H(ν)

)
,

è ïðèìåíèòü Òåîðåìó 10.
Âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ P , P ′ è ìåðó ν.

Äëÿ ëþáîãî òðàíñïîðòíîãî ïëàíà F ∈ Π(P ′, P ) è ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ∫
J̃(µ, ν) dP (µ) ≤

∫ (
ε+ (1 + ε)J̃(µ′, ν) + CεJ̃(µ′, µ)

)
dF (µ′, µ) =

= ε+ (1 + ε)

∫
J̃(µ, ν) dP ′(µ) + Cε

∫
J̃(µ′, µ) dF (µ′, µ).

Ìèíèìèçèðóÿ ïî òðàíñïîðòíûì ïëàíàì, ïîëó÷àåì∫
J̃(µ, ν) dP (µ) ≤ ε+ (1 + ε)

∫
J̃(µ, ν) dP ′(µ) + CεJ (P ′, P ).

Àíàëîãè÷íî, J (P ′, P ) ≤ ε + CεJ (P, P ′). Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
J (P, Pn)→ 0 è ∫

J̃(µ, ν) dPn(µ)→
∫
J̃(µ, ν) dP (µ).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ìåðû ν ∈ P(X) âåðíî∫
J̃(µ, νn) dP (µ) +H(νn) ≤

≤ ε+ (1 + ε)
(∫

J̃(µ, νn) dPn(µ) +H(νn)
)

+ CεJ (Pn, P ) ≤

≤ ε+ (1 + ε)
(∫

J̃(µ, ν) dPn(µ) +H(ν)
)

+ CεJ (Pn, P )→

→ ε+ (1 + ε)
(∫

J̃(µ, ν) dP (µ) +H(ν)
)
→

→
∫
J̃(µ, ν) dP (µ) +H(ν) ïðè ε→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, {νn}n∈N � ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îòêóäà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïðèìåð 12. Ïóñòü äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð µin
J̃−−−−→

n→∞
µi è âåñîâ λin −−−−→

n→∞
λi, i = 1, . . . ,m, λin ≥ 0,

∑m
i=1 λ

i
n = 1. Ïóñòü òàêæå J̃(νi, νj) < ∞ äëÿ

ëþáûõ i, j. Ðàññìîòðèì ìåðû Pn :=
∑m
i=1 λ

i
nδµi

n
è P :=

∑m
i=1 λ

iδµi . Òîãäà
J (Pn, P ) → 0, ñëåäîâàòåëüíî, ïî Òåîðåìå 11 èõ áàðèöåíòðû ñõîäÿòñÿ ê áà-
ðèöåíòðó P .

Ïðèìåð 13. Ðàññìîòðèì i. i. d. ñëó÷àéíûå ìåðû µn ∼ P . Ïóñòü Pn :=
∑n
i=1 µi �

ýìïèðè÷åñêèå ìåðû. Òîãäà ïî÷òè íàâåðíîå J (Pn, P ) → 0, è ýìïèðè÷åñêèå
áàðèöåíòðû νn := barH(Pn) ñõîäÿòñÿ ê áàðèöåíòðó ðàñïðåäåëåíèÿ P .
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